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Calculs explicites dans une algebre de Lie semi-simple 

effectues avec GAP4. 

Anne Moreau 


Abstract 

In [^, we show the following result, conjectured by D. Panyushev |3|, for g a semisimple Lie algebra : 

ind n(g^) = rk g - dim 3 (g^), ( 1 ) 

where n(g^) and 3 (g®) are, respectively, the normaliser and the centre of the centraliser g^ of a nilpotent element 
e. This result is proved in ^ when g is a classical simple Lie algebra and when e satisfies a certain property (P). 

We present in this paper the computations, made using GAP4, which prove that distinguished, non-regular, 
nilpotent orbits in Eq, P 7 , Eg and P 4 satisfy the property (P). This work completes the proof, presented in 
[21, of the equality Q. The complete proof of this result was already presented in |2|. 

Introduction 

Dans 121, on pronve le resnltat snivant, conjectnre par D. Panynshev en |lj : 

Theoreme 1 Soit e un element nilpotent d’une algebre de Lie semi-simple complexe g. 
Alors on a : 

ind n(g'') = rg g - dini 3 (g®), 

ou n(g®) et 3(g®) sont respectivement le normalisateur et le centre du centralisateur g® de 
relement e. 

Ce resnltat est d’abord pronve dans [2j lorsqne g est nne algebre de Lie simple classiqne 
(partie 3) et lorsqne I’element e verifie nne certaine propriete (P) (partie 4), dont on 
rappelle ici la definition : 

Definition 1 Soit {e, h, /} un s[ 2 -triplet dans g contenant e. On note 2ima.x l^ sous-espace 
propre de la restriction de a.dh a 3 (g®) relativement d sa plus grande valeur propre. On dira 
gue e verifie la propriete (P) si, pour tout element non nul v de 3(g®), le sous-espace 3max 
est contenu dans le sous-espace [[f,d^],v]. 

II est clair gue si e verifie la propriete {P), il en est de meme de tous les elements de 
I’orbite de e sous Vaction du groupe adjoint. On dira qu’une orbite nilpotente de g verifie 
la propriete (P) si I’un de ses representants la verifie. 

En ontre, il snffit de pronver le theoreme ^ ponr les elements nilpotents distingnes non 
regnliers de g. Ceci resnlte essentiellement de la proposition 2.4 de [2j. Il reste a pronver 
dans 12], qne tontes les orbites nilpotentes distingnees non regnlieres d’nne algebre de 
Lie simple exceptionnelles verifient la propriete (P). Il s’avere qn’il snffit de tester la 
snrjectivite d’nn nombre fini de matrices, dependant d’nn paramUre, pour verifier la 
propriete (P). On presente ici les calculs effectues a partir de GAP4 qui permmettent 
de verifier ces conditions. Ce travail acheve la demonstration de la proposition 5.3 de 12] . 
La preuve complete de ce resnltat est deja presentee dans 121 • 

On rappelle dans la partie[T]les resultats de 12] qne I’on justifie par les calculs de GAP4. 
Dans la partie |21 on presente ces calculs explicites. 
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1 Rappels des resultats de |2] que I’on justifie avec GAP4 

On suppose que 0 est isomorphe a Tune des cinq algebres de Lie simples exceptionnelles 
Eq, Ej, Eg, E 4 ou G 2 et on suppose que e est un element nilpotent distingue non regulier 
de 0. II s’agit de montrer que I’element e verifie la propriete (P). On note mi,... ,mj, les 
valeurs propres de la restriction de adh an sous-espace 0®. Les entiers mi,..., m,, sont pairs 
et on a 

2 = mi < 1712 < ■ ■ ■ < rrir- 

On note 0^^ le sous-espace propre correspondant a la valeur propre mi, pour I = 1,... ,r. 
Avec les notations de la definition ^ on a : 

3max drur ' 

On choisit une base 


13 = 


■'mi 5 * * 


• 5 ^mi 5 ^7712 ’ • • 


• 5 ^7772 ’ • • 



de 0*^ de vecteurs propres telle que ..., forme une base de 0.^^ pour I = 1 ,..., r, 
et telle qu’il existe une base de 3(0®) formee de vecteurs de B. On pent supposer que 

= eH e. 

Soit ii < ■ ■ ■ < is dans {1, ..., r} et ^(i^),..., ..., • • •, k[s, 5 s) des indices tels 

que les elements 

fc(i.i) Ms.Ss) 

Crriij^ , • • • , ) • • • ) ) • • • ) ^rriig 

torment une base de 3(0'^). En particulier, on a les relations : m^^ = 2 et (5i = 1, mi^ = m^, 
5s = dr et k(^s,i) = I, pour I = 1 ,... ,5s. 

Pour i,j et k dans {1,..., r} et t,p et q dans di], dj} et dk} 

respectivement, on note X(mk,q)Xmiq),{mj,p) la coordonnee de I’element [[/, e^J,e^J en e^.. 
Notons que si ,p) est non nul, on a la relation m^ = mj — m^ -f- 2. 

Soit I dans s} et cp un (5ruplet. On definit une matrice M{l,ai) de la fagon 

suivante : 

1) Si mr — m^ +2 est une valeur propre de la restriction de adh a 0®, on note k{l) I’element 
de {1,..., r} tel que m^q) = m^ — + 2. Alors M{1, ai) est la matrice de taille dr x dk(iQ) 

dont les coefficients {M{l,ai))p^q sont donnes par : 


Si 

^i^i'^k(i),q),('mii,t)5i^r,p}^ 

t=i 

pour p dans dr} et q dans dk{i)}. La matrice M{l,ai) s’ecrit aussi, de maniere 

plus agreable, comme une somme de matrices : 

Si 

M{1, ai) = (0,..., 0,1, 0,..., 0))- (2) 

“ 1^1 '- ^' 

avec 1 en position 

2) Sinon, m^ — m*,^ + 2 n’est pas une valeur propre de la restriction de adh a 0®, et on 
pose : 

Mjlo, aiq) = 

La proposition suivante est demontree dans [2], Proposition 5.2 : 

Proposition 1 On suppose que la matrice M{1,^ est surjective pour tout I de {1,..., s} 
et tout 5i-uplet ai non nul. Alors I’element e verifie la propriete (P). 
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Remarque D’apres [2], Lemme 5.1, il suffit de verifier la surjectivite des matrices M(/, ai), 
pour / > 2 et a; non nul. Cela laisse s —1 matrices, dependant d’un parametre a etudier. 
De plus, lorsque 6 s = dr = 1, la matrice M{s,as) = alM{s, (1)) est toujours surjective, 
pour al non nul. Dans ce cas, on reduit a s — 2 le nombre de matrices a etudier. 

Dans P, on trouve une liste de s[ 2 -triplets correspondant aux orbites nilpotentes. Le 
logiciel GAP4 permet en outre d’effectuer des calculs dans les algebres de Lie. II permet 
notamment de calculer le centralisateur d’un element, le centre d’une sous-algebre, etc. En 
verifiant pour chaque orbite distinguee non reguliere de Eq, Ey, Eq et E^ les hypotheses 
de la proposition precedente, on prouve la proposition suivante (Proposition 5.3 de j2]), 
puisque le cas de G 2 , particulierement simple, est traite a part dans [2] : 

Proposition 2 On suppose que g est une algebre de Lie simple de type Eq, Ej, Eg, E 4 ^ ou 
G 2 . Alors les orbites nilpotentes distinguees non regulieres de g verifient la propriete (P). 

Cette proposition termine la preuve du theoremelU Dans la partie suivante, on expose les 
calculs qui justihent cette proposition. 

2 Presentation des calculs 

L’algebre de Lie g est de type Eq, P 7 , Eg ou P 4 . Pour une orbite nilpotente 
distinguee non reguliere de g donnee, on considere I’element e du sh-triplet fournit par 
P correspondant a la caracteristique de I’orbite. Grace a GAP4, on exhibe une base B 
verihant les conditions precedentes. On verihe dans un premier temps que pour tout I 
de {1,..., s}, il existe un entier k{l) dans {1,..., r} tel que m^g) = — mi^ + 2. On 

calcule ensuite, la matrice M{l,ai), pour ai = (a/,..., of*) un (5/-uplet non nul, et on 
verihe la surjectivite de cette matrice. D’apres la remarque qui suit la proposition P on 
pent suppeoser / > 2 et lorsque d,. = 1, on pent supposer de plus I < s — 1. Enhn, dans la 
plupart des cas, on s’apergoit que la somme de la relation m n’a qu’un seul terme. L’etude 
de la surjectivite de M{1,^ ne depend alors d’aucun parametre, ce qui facilite le travail. 

La demarche generale est la suivante : on dehnit I’algebre de Lie L dans laquelle 
on vent travailler grace a la commande SimpleLieAlgebra, on dehnit un systeme de 
racines (RootSystem), un systeme de racines positives correspondant (PositiveRoots) 
puis des systemes de vecteurs «positifs» et «n%atifs» associes (PositiveRootVectors 
et NegatitiveRootVectors). La commande CanonicalGenerators donne une base de la 
sous-algebre de Cartan. On pent desormais faire des calculs dans I’algebre de Lie L. Il 
s’agit ensuite d’etudier les orbites nilpotentes distinguees non regulieres. Pour chacune 
d’entre elles, on dehnit un s^-triplet {e,h,f} grace aux donnees de p. On calcule ensuite 
le centralisateur g de I’element positif e avec la commande LieCentralizer puis le centre 
z du centralisateur avec LieCentre. Pour chaque orbite, on precise la valeur du plus haut 
poids rUr et on donne le nombre de matrices a etudier. Pour chacune d’entre elles on donne 
les valeurs de et de mk{i) et on ehectue les calculs necessaires. Les calculs de la premiere 
orbite de la premiere algebre (il s’agit de I’orbite sous-reguliere de Eq) sont detailles; les 
autres le sont un pen moins. 

2.1 Calculs pour Eq 

On commence par dehnir L et les generateurs de L : 

> L:=SimpleLieAlgebra("E",6,Rationals); 

<Lie algebra of dimension 78 over Rationals> 

> R:=RootSystem(L); 

<root system of rank 6> 
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> 

P: = 

PositiveRoots(R);; 





> 

X: = 

PositiveRootVectors(R); 



[ 

v.l 

, V.2, 

V.3, 

V.4, V 

.5, 

V. 

6 , 


V , 

.7, 

V. 8, V 

.9, V. 

10, V. 

11 , 

V. 

12 , 


V , 

.13, 

V.14, 

V.15, 

V.16, 

V. 

17, 

V. 

18, 

V , 

.19, 

V.20, 

V.21, 

V.22, 

V. 

23, 

V. 

24, 

V , 

.25, 

V.26, 

V.27, 

V.28, 

V. 

29, 

V. 

30, 

V , 

.31, 

V.32, 

V.33, 

V.34, 

V. 

35, 

V. 

36 


> y:=NegativetiveRootVectors(R); 

[ V.37, V.38, V.39, v.40, v.41, v.42, 

V.43, V.44, V.45, v.46, v.47, v. 48, 

V.49, V.50, V.51, V.52, v.53, v.54, 

V.55, V.56, V.57, v.58, v.59, v.60, 

V.61, V.62, V.63, V.64, v.65, v.66, 

V.67, V. 68 , V.69, v.70, v.71, v.72 ] 

> CanonicalGenerators(R)[3] 

[ V.73, V.74, V.75, v.76, v.77, v.78 ] 

Dans a. deux orbites nilpotentes distinguees non regulieres : 


1 . Caracteristique : 


2 2 0 2 2 

o-o-cp-o-o 

2^ 

On definit les elements e et f du 512-triplet correspondant dans les donnees de P] : 

> e: =x [1] +x [2] +x [5] +x [6] +x [8] +x [9] ; 

V.1+v.2+v.5+v.6+v.8+v.9 

> f : = (12)*y[l] + (8)*y[2] + (-8)*y[3] + (22)*y[5] + (12)*y[6] + (8)*y[8] + 
(22)*y[9] + (8)*y[10] ; ; 

On verifie que le crochet e*f est egal a I’element neutre de la caracteristique et on 
pose h :=e*f : 

> e*f; 

(12)*v.73+(16)*v.74+(22)*v.75+(30)*v.76+(22)*v.77+(12)*v.78 

> h:=e*f;; 

On calcule le centralisateur g de e et on en donne une base Bg. On calcule ensuite le 
centre z et on donne une base Bz de z : 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 8 over Rationals> 

Le centralisateur est de dimension 8 . 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 8 over Rationals>, 
(dimension 5)> 

Le centre est un ideal de dimension 5 dans g. 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V.1+v.2+v.5+v.6+v.8+v.9, v.23+(-l)*v.25+v.26, 
v.27+(-l)*v.29+(-l)*v.30+(-l)*v.31, v.34+v.35, v.36 ] 
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On calcule les «poids» de z en evaluant h*Bz [1] pour / = 1,..., 5. On sait deja que 
h*Bz[1] = (2)*Bz[1] carBz[l]=e. 

> h*Bz [2]; 

(8)*v.23+(-8)*v.25+(8)*v.26 

> h*Bz [3]; 

(10)*v.27+(-10)*v.29+(-10)*v.30+(-10)*v.31 

> h*Bz[4]; 

(14)*v.34+(14)*v.35 

> h*Bz [5]; 

(16)*v.36 

On obtient que les poids sont 2, 8,10,14,16, d’ou = 16. II y a trois matrices a 
etudier. 

(a) rriij = 8, mk( 2 ) = 10. On cherche une base de parmi les elements Bg en 
calculant h*Bg[i], pour i = 1,..., 8 et on effectue le calcul correspondant : 

> h*Bg[5]; 

(10)*v.27+(-10)*v.29 

> h*Bg[6]; 

(10)*v.30+(10)*v.31 

Le sous-espace est engendre par les vecteurs Bg [5] et Bg [6]. 

> ((f*Bg[5])*Bz[2]) ; 

(-20)*v.36 

> ((f*Bg[6] )*Bz[2]) ; 

(20)*v.36 

La matrice a considerer est M(2, (1)); elle est donnee par [ —20 20 ]. C’est une 
matrice surjective. 

Remarque Lorsque d,, = 1, d suffit de trouver un element de qui donne 

k{l) 

un crochet non nul; dans la suite on donnera seulement le calcul correspondant 
a cet element. 

(b) mi3 = 10, mfc(3) = 8. 

> ((f*Bz[2])*Bz[3]) ; 

(-40)*v.36 

(c) rrii^ = 14, mfc(4) = 4. 

> h*Bg[2]; 

(4)*v.7+(2)*v.ll+(2)*v.l2+(2)*v.l3+(-2)*v.14+(2)*v.l5+(-4)*v.16 

> ((f*Bg[2])*Bz[4]) ; 

(14)*v.36 

Ces trois calculs montrent que les hypotheses de la proposition [T] sont verihees. 
Conclusion : Cette orbite verihe la propriete (P). 

2 . Caracteristique : 
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Definition du 5[2-triplet : 

>e: =x [7] +x [8] +x [9] +x [10] =x [11] +x [19] ; 

V.7+V.8+V.9+V.10+v.11+v.19 

> f : = (8)*y[7] + (9)*y[8] + (5)*y[9] + (5)*y[10] + (8)*y[ll]+y[19] ; 

(8)*v.43+(9)*v.44+(5)*v.45+(5)*v.46+(8)*v.47+v.55 

> e*f; 

(8)*v.73+(10)*v.74+(14)*v.75+(20)*v.76+(14)*v.77+(8)*v.78 

> h:=e*f;; 

Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 12 over Rationals> 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 12 over Rationals>, 
(dimension 4)> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V.7+V.8+V.9+V.10+v.11+v.19, v.32+(-l)*v.33, v.35, v.36 ] 

> h*Bz [2]; 

(8)*v.32+(-8)*v.33 

> h*Bz [3]; 

(10)*v.35 

> h*Bz [4]; 

(10)*v.36 

Les poids de z sont 2,8,10,10; d’ou = 10. II y a deux matrices a etudier. 

(a) 771*2 = 8) = 4 

> h*Bg[4]; 

(4)*v.17+(-4)*v.18+(4)*v.20+(-4)*v.21 

> h*Bg[5]; 

(4)*v.12+(4)+v.16+(-8)*v.22+(4)+v.24 

> h*Bg[6]; 

(4)*v.22+(-4) *v. 24+(-4)*v.25 

> ((f*Bg[4])*Bz[2]) ; 

(-16)*v.35 

(b) 771*3 = ^k{3) = 2 

> h*Bg[2]; 

(2)*v.l+(2)*v.4+(2)*v.6+(2)*v.13+(2)*v.14+(-6)*v.15 

> h*Bg[3]; 

(2)*v.l9 

> ((f*Bg[l])*Bz[3]) ; ((f*Bg[2] )*Bz[3]); ((f *Bg [3]) *Bz [3]); 
(-10)*v.35 

(10)*v.36 
0*v. 1 

> ((f*Bg[l])*Bz[4]) ; ((f*Bg[2])*Bz[4]); ( (f *Bg [3]) *Bz [4] ) ; 
(-9)*v.36 

(6)*v.35 
(-l)+v.36 


6 



La matrice a etudier est 



■ -10 0 O' 


0 6 

0 


—10a 

-(3 0 

a 

0 10 0 

+ 

-9 0 

-1 

— 

-9f3 

10a —f3 


On verifie que c’est une matrice de rang 2 pour tout couple {a, (3) non nul. 
La proposition Qentraine que cette orbite verifie (P). 


Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


Conclusion pour Eq : Toutes les orbites nilpotentes distinguees non regulieres de Eq 
verifient la propriete (P). 


2.2 Calculs pour Ej 


Definition de L : 

> L:=SimpleLieAlgebra("E",7,Rationals); 

<Lie algebra of dimension 133 over Rationals> 

> R:=RootSystem(L); 

<root system of rank 7> 

> P:=PositiveRoots(R); ; 

> X:=PositiveRootVectors(R); 

[ v.l, V.2, v.3, V.4, V.5, V. 6 , v.7, 

V. 8 , V.9, v.lO, v.ll, V.12, V.13, v.l4, 

V.15, v.16, v.17, V.18, V.19, v.20, v.21, 

V.22, v.23, v.24, v.25, v.26, v.27, v.28, 

V.29, V.30, V.31, V.32, v.33, v.34, v.35, 

V.36, V.37, V.38, v.39, v.40, v.41, v.42, 

V.43, V.44, V.45, v.46, v.47, v.48, v.49, 

V.50, V.51, V.52, V.53, v.54, v.55, v.56, 

V.57, V.58, V.59, v.60, v.61, v.62, v.63 ] 

> y:=NegativeRootVectors(R); 

[ V.64, V.65, V. 66 , v.67, v. 68 , v.69, v.70, 

V.71, V.72, V.73, V.74, v.75, v.76, v.77, 

V.78, V.79, V.80, v.81, v.82, v.83, v.84, 

V.85, v. 86 , v.87, v. 88 , v.89, v.90, v.91, 

V.92, v.93, v.94, v.95, v.96, v.97, v.98, 

V.99, v.lOO, v.lOl, V.102, v.l03, v.l04, v.l05, 

V.106, V.107, V.108, V.109, v.llO, v.lll, v.ll2, 

V.113, V.114, V.115, V.116, V.117, v.ll8, v.ll9, 

V.120, V.121, V.122, V.123, v.124, v.125, v.126 ] 

> CanonicalGenerators(R)[3] ; 

[ V.127, V.128, V.129, v.l30, v.l31, v.l32, v.l33 ] 

Dans P 7 , il y a cinq orbites nilpotentes distinguees non regulieres : 


1 . Caracteristique : 


2 2 0 2 2 2 

o-o-o-o-o-o 

2 ^ 
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Definition du 5[ 2 -triplet ; 

> e: =x [1]+x [2]+x [3]+x [6]+x [7]+x [9]+x [11] ; 

V.1+V.2+V.3+V.6+V.7+V.9+V. 11 

>f : = (26) *y [1] + (22) *y [2] + (50) *y [3] + (22) *y [5] + (40) *y [6] 

(21) *y[7] + (15)*y[9] + (-15)*y[10] + (57)*y[ll] ; 

(26)*v.64+(22)*v.65+(50)*v.66+(22)*v.68+(40)*v.69 
+(21)+v.70+(15)*v.72+(-15)*v.73+(57)*v.74 

> e*f; 

(26)*v.127+(37)*v.128+(50)*v.129+(72)*v.130 
+(57)*v.131+(40)*v.132+(21)+v.133 

> h:=e*f;; 

Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 9 over Rationals> 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 9 over Rationals>, 
(dimension 6)> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V.1+V.2+V.3+V.6+V.7+V.9+V.11, 

V.33+(2)*v.34+(-1)*v.36+(-1)+v.37+(-1)*v.38+v.40+(-3)+v.41, 
V.46+V.47+V.48+V.49+V.50, v.56+(-l)*v.57, v.60, v.63 ] 

> h*Bz [2]; 

(10)*v.33+(20)*v.34+(-10)*v.36+(-10)*v.37 

+(-10)*v.38+(10)*v.40+(-30)*v.41 

> h*Bz [3]; 

(14)*v.46+(14)*v.47+(14)*v.48+(14)*v.49+(14)*v.50 

> h*Bz[4]; 

(18)*v.56+(-18)*v.57 

> h*Bz [5]; 

(22) *v.60 

> h*Bz [6]; 

(26)*v.63 

Les poids de z sont 2,10,14,18,22,26; d’ou nir = 26. II y a quatre matrices a etudier. 

(a) rriij = 10, mk( 2 ) = 18 

> ((f*Bz[4])+Bz[2]) ; 

(90)*v.63 

(b) 771*3 = 14, = 14 

> ((f*Bz[3])*Bz[3]) ; 

(-98)*v.63 

(c) 771*4 = 18, = 10 

> h*Bg[3]; 

(10)*v.33+(20)*v.34+(-10)*v.36+(20)*v.37+(20)*v.38+(10)*v.40 

> h*Bg[4]; 

(10)*v.37+(10)*v.38+(10)*v.41 

> ((f*Bg[4])*Bz[4]) ; 

(-30)*v.63 



(d) 771*5 = 22, 77lfc(5) = 6 

> h*Bg[2]; 

(6)*v.19+(4)*v.20+(-2)*v.21+(2) *v .22 
+(4)+v.23+(-2)*v.24+(-2)*v.25+(-2)+v.28 

> ((f*Bg[2])*Bz[5]) ; 

(-22)*v.63 

Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


2 . Caracteristique : 


2 2 0 2 0 2 

o-o-o-o-o-o 

26 


Definition du 512-triplet : 

> e: =x [1] +x [2] +x [3] +x [5] +x [7] +x [9] +x [18] ; 

V .1+v.2+v.3+v.5+v.7+v.9+v. 18 

>f : = (22) *y [1] + (3) *y [2] + (42) +y [3] + (15) *y [5] + (17) *y [7] 

+ (28) *y [9] + (-28) *y [10] + (3) *y [12] + (3) *y [13] + (32) *y [18] ; 

(22)*v.64+(3)*v.65+(42)*v.66+(15)*v.68+(17)*v.70 
+(28)*v.72+(-28)*v.73+(3)*v.75+(3)*v.76+(32)*v.81 

> e*f; 

(22)*v.127+(31)*v.128+(42)*v.129+(60)*v.130 
+(47)*v.131+(32)*v.132+(17)+v.133 

> h:=e*f;; 

Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 11 over Rationals> 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 11 over Rationals>, 
(dimension 5)> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V.1+v.2+v.3+v.5+v.7+v.9+v.18, v.39+(-l)*v.42+(-l)*v.43+(-l)*v.44 
+(-2)*v.45+v.49, V.51+V.53+V.55+V.57, v.60, v.63 ] 

> h*Bz [2]; 

(10)*v.39+(-10)*v.42+(-10)*v.43+(-10)*v.44+(-20)*v.45+(10)*v.49 

> h*Bz [3]; 

(14)*v.51+(14)*v.53+(14)*v.55+(14)*v.57 

> h*Bz[4]; 

(18)*v.60 

> h*Bz [5]; 

(22)*v.63 

Les poids de z sont 2,10,14,18,22 ; d’ou nir = 22. II y a trois matrices a etudier. 

(a) 777*2 = 10 ) = 14 

> h*Bg[7] ; 

(14)*v.53+(-14)*v.54 
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> h*Bg [8]; 

(14)*v.51+(14)*v.54+(14)*v.55+(14)*v.57 


> ((f*Bg[7])*Bz[2]) ; 

(-70)*v.63 

(b) 771*3 = 14, 77lfc(3) = 10 

> h*Bg[5]; 

(10)*v.42+(10)*v.43+(10)*v.44+(20)*v.45 

> h*Bg[6]; 

(10)*v.39+(10)*v.49 

> ((f*Bg[5] )*Bz[3]) ; 

(70)*v.63 

(c) 771*3 = 18> ^k{4) = 4 

> h*Bg[3]; 

(6)*v.20+(9)*v.21+(-3)*v.22+(-3)*v.27+(-9)*v.28 
+(3)*v.29+(6)*v.30+(-3)*v.31+(-3)*v.35 

> ((f*Bg[3])*Bz[4]) ; 

(18)*v.63 

Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


3. Caracteristique : 


2 0 2 0 2 2 

o-o-o-o-o-o 

0 o 

Definition du 512-triplet : 

> e: =x [7] +x [8] +x [9] +x [10] +x [11] +x [12] +x [22] ; 

V.7+V.8+V.9+V.10+v.11+v.12+V.22 

> f : = (15)*y[7] + (18)*y[8] + (24)*y[9] + (15)*y[10] + (10)*y[ll] + 
(28)*y[12]+y[22] ; 

(15)*v.70+(18)*v.71+(24)*v.72+(15)*v.73+(10)*v.74+(28)*v.75+v.85 

> e*f; 

(18)*v.127+(25)*v.128+(34)*v.129+(50)*v.130 
+(39)*v.131+(28)*v.132+(15)*v.133 

> h:=e*f;; 

Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 13 over Rationals> 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 13 over Rationals>, 
(dimension 5)> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V.7+V.8+V.9+V.10+v.11+v.12+v.22, v.47+(-3)*v.48+(-l)*v.49+(-2)*v.50, 
V.58+V.59, V.62, v.63 ] 

> h*Bz [2]; 

(10)*v.47+(-30)*v.48+(-10)*v.49+(-20)*v.50 
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> h*Bz [3]; 

(14)*v.58+(14)*v.59 

> h*Bz [4]; 

(16)*v.62 

> h*Bz[5]; 

(18)*v.63 

Les poids de z sont 2,10,14,16,18; d’ou rrir = 18. II y a trois matrices a etudier. 

(a) 771*2 = ^k( 2 ) = 10 

> ((f*Bz[2])*Bz[2]) ; 

(-150)*v.63 

(b) 771*3 = 14, mk(i) = 6 

> h*Bg[4]; 

(6)*v.30+(-12)*v.31+(6)*v.32+(6)*v.33+(-6)*v.35 

> h*Bg[5]; 

(6)*v.36+(-6)*v.37+(-6)*v.40 

> ((f*Bg[4])*Bz[3]) ; 

(42)+v.63 

(c) 771*4 = 16, mk(A) = 4 

> h*Bg[3]; 

(4)*v.13+(4)+v.14+(4)*v.18+(-12)*v.26+(8)*v.28+(4)*v.29 

> ((f*Bg[3])*Bz[4]) ; 

(12)+v.63 

Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


4. Caracteristique : 


2 0 2 0 0 2 

o-o-o-o-o-o 

0 o 


Definition du 512-triplet : 

> e: =x [ 8 ] +x [9] +x [13] +x [16] +x [17] +x [18] +x [29] ; 

V. 8 +v. 9+v. 13+v. 16+v. 17+v. 18+v. 29 

> f: = (14)*y[8] + (9)*y[9] + (-9)*y[10] + (11)*y[13] + (9)*y [16] 
+ (ll)+y[17] + (8)*y[18] + (9)*y[19]+y[29] ; 
(14)*v.71+(9)*v.72+(-9)*v.73+(ll)*v.76+(9)*v.79 
+(ll)*v.80+(8)*v.81+(9)*v.82+v.92 

> e*f; 

(14)*v.127+(19)*v.128+(26)*v.129+(38)*v.130 
+(29)*v.131+(20)*v.132+(ll)+v.133 

> h:=e*f;; 

Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 17 over Rationals> 
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> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 17 over Rationals>, 
(dimension 3)> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V.8+V.9+V.13+v.16+v.17+v.18+V.29, v.56+(3)*v.57+(2)*v.59, v.63 ] 

> h*Bz [2]; 

(10)*v.56+(30)*v.57+(20)*v.59 

> h*Bz [3]; 

(14)*v.63 

Les poids de z sont 2,10,14; d’ou nir = 14. II n’y a qu’une matrice a etudier. 

(a) rrii^ = 10, mk{ 2 ) = 6 

> h*Bg[7] ; 

(6)*v.37+(-6)*v.38+(-6)*v.41 

> h*Bg[8]; 

(6)*v.39+(6)*v.43+(-6)*v.45 

> h*Bg[9]; 

(6)*v.42+(6)*v.46+(6)*v.49 

> ((f*Bg[7])*Bz[2]) ; 

(30)*v.63 

Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


5. Caracteristique : 


0 0 2 0 0 2 

o-o-o-o-o-o 

0 o 


Definition du s[ 2 -triplet ; 

> e: =x [13] +x [14] +x [15] +x [16] +x [17] +x [18] +x [33] ; 

V . 13+v. 14+v. 15+v. 16+v. 17+v. 18+v. 33 

>f : = (9)*y[13] + (5)*y[14] + (2)+y[15] + (8)*y[16] + (8)*y[17] 

+ (2)*y[18] + (5)*y[33] ; 

(9) *v.76+(5)*v.77+(2)*v.78+(8)*v.79+(8)*v.80+(2)*v.81+(5)*v.96 

> e*f; 

(10) *v.127+(15)*v.128+(20)*v.129+(30)*v.130 
+(23)*v.l31+(16)*v.l32+(9)*v.l33 

> h:=e*f;; 

Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 21 over Rationals> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 21 over Rationals>, 
(dimension 4)> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V. 13+v.14+v.15+v.16+v.17+v.18+v.33, v.61, v.62, v.63 ] 

> h*Bz [2]; 
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(10)*v.61 

> h*Bz [3]; 

(10)*v.62 

> h*Bz [4]; 

(10)*v.63 

Les poids de z sont 2,10,10,10; d’ou rur = 10. II n’y a qu’une matrice a etudier. 

(a) TJii^ = 10, mk( 2 ) = 2 

> h*Bg[l] ; 

(2)*v.l5+(2)*v.l8 

> h*Bg[2]; 

(2)*v.4+(2/3)*v.19+(-4/3)*v.20+(2/3)*v.21+(2/3)*v.22+(-2/3)*v.23 

> h*Bg[3]; 

(2) *v. 19+ (-4) *v. 20+ (2) *v. 21+ (2) +v. 22+ (4) *v. 23+ (-6) *v. 24 

> h*Bg[4]; 

(2)*v.7+(-6)*v.9+(4)*v.l0+(2)*v.ll+(2)*v.26+(-4)*v.27 

> h*Bg[5]; 

(2)*v.9+(-2)*v.l0+(2)*v.29 

> h*Bg[6]; 

(2)*v.l3+(2)*v.l4+(2)*v.16+(2)*v.17+(2)*v.33 

> ( (f *Bg [1] ) *Bz [2]) ; ( (f *Bg [2] ) *Bz [2] ) ; ( (f *Bg [3]) *Bz [2] ) ; 

( (f *Bg [4] ) *Bz [2]) ; ( (f *Bg [5] ) *Bz [2] ) ; ( (f *Bg [6] ) *Bz [2] ) ; 

(-2)+v.61 

(8/3)*v.62 
(2)*v.62 
(-4)*v.63 
0 *v. 1 
(-8)*v.61 

> ((f*Bg[l] )*Bz[3]) ; ((f*Bg[2] )*Bz[3]); ((f *Bg [3]) *Bz [3]); 

((f *Bg [4]) *Bz [3]) ; ((f *Bg [5]) *Bz [3]); ((f *Bg [6]) *Bz [3]); 

(-2)+v.62 

(4/3)*v.63 
(4)*v.63 
(2)*v.61 
(2)*v.61 
(-8)*v.62 

> ((f*Bg[l])*Bz[4]) ; ((f*Bg[2])*Bz[4]); ( (f *Bg [3]) *Bz [4] ) ; 

( (f *Bg [4] ) *Bz [4]) ; ( (f *Bg [5] ) *Bz [4] ) ; ( (f *Bg [6] ) *Bz [4] ) ; 

0 *v. 1 

(-10/3)*v.61 
(-10)*v.61 
(10)*v.62 
0 *v. 1 

(-10)*v.63 

La matrice a etudier est 


■2a 

-10/37 

-IO 7 

2/3 

2(3 

—So; 

■2(3 

—8/3a 

2a 

IO 7 

0 

-8/3 

0 

4/3/3 

4/3 

—Aa 

0 

-IO 7 
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Une etude elementaire montre que cette matrice est de rang 3 pour tout triplet 
(a, (3, 7 ) non nul. 

Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


Conclusion : Toutes les orbites nilpotentes distinguees non regulieres de P 7 verifient la 
propriete (P). 


2.3 Calculs pour Eg 

Definition de L : 

> L:=SimpleLieAlgebra("E",8,Rationals); 

<Lie algebra of dimension 248 over Rationals> 

> R:=RootSystem(L); 

<root system of rank 7> 

> P:=PositiveRoots(R);; 

> X:=PositiveRootVectors(R); 

[ v.l, V.2, V.3, V.4, V.5, V.6, v.7, v.8, 

V.9, v.lO, v.ll, V.12, V.13, V.14, v.l5, v.l6, 


V 

.17, 

V. 

.18, 

V. 

.19, 

V. 

20, 

V 

.21, 

V. 

.22, 

V . 

23, 

V 

.24, 

V 

.25, 

V. 

.26, 

V. 

.27, 

V. 

28, 

V 

.29, 

V. 

.30, 

V . 

31, 

V 

.32, 

V 

.33, 

V. 

.34, 

V. 

.35, 

V. 

36, 

V 

.37, 

V. 

.38, 

V . 

39, 

V 

.40, 

V 

.41, 

V. 

.42, 

V. 

.43, 

V. 

44, 

V 

.45, 

V. 

.46, 

V . 

47, 

V 

.48, 

V 

.49, 

V. 

.50, 

V. 

.51, 

V. 

52, 

V 

.53, 

V. 

.54, 

V . 

55, 

V 

.56, 

V 

.57, 

V. 

.58, 

V. 

.59, 

V. 

60, 

V 

.61, 

V. 

.62, 

V . 

63, 

V 

.64, 

V 

.65, 

V. 

.66, 

V. 

.67, 

V. 

68, 

V 

.69, 

V. 

.70, 

V . 

71, 

V 

.72, 

V 

.73, 

V. 

.74, 

V. 

.75, 

V. 

76, 

V 

.77, 

V. 

.78, 

V . 

79, 

V 

.80, 

V 

.81, 

V. 

.82, 

V. 

.83, 

V. 

84, 

V 

.85, 

V. 

.86, 

V . 

87, 

V 

.88, 

V 

.89, 

V. 

.90, 

V. 

.91, 

V. 

92, 

V 

.93, 

V. 

.94, 

V . 

95, 

V 

.96, 

V 

.97, 

V. 

.98, 

V. 

.99, 

V. 

100, 

v.lOl, 

V.102, 

V . 

103, V 


V.105, V.106, V.107, V.108, v.l09, v.llO, v.lll, v.ll2, 
V.113, V.114, V.115, V.116, V.117, v.ll8, v.ll9, v.l20 ] 

> y:=NegativeRootVectors(R); 

[ V.121, V.122, V.123, V.124, v.125, v.126, v.127, v.128, 


V 

129, 

V . 

130, 

V, 

131, 

V. 

132, 

V 

133, 

V. 

134, 

V. 

135, 

V, 

136, 

V 

137, 

V . 

138, 

V, 

139, 

V. 

140, 

V 

141, 

V. 

142, 

V. 

143, 

V, 

144, 

V 

145, 

V . 

146, 

V, 

147, 

V. 

148, 

V 

149, 

V. 

150, 

V. 

151, 

V, 

152, 

V 

153, 

V . 

154, 

V, 

155, 

V. 

156, 

V 

157, 

V. 

158, 

V. 

159, 

V, 

160, 

V 

161, 

V . 

162, 

V, 

163, 

V. 

164, 

V 

165, 

V. 

166, 

V. 

167, 

V, 

168, 

V 

169, 

V . 

170, 

V, 

171, 

V. 

172, 

V 

173, 

V. 

174, 

V. 

175, 

V , 

176, 

V 

177, 

V . 

178, 

V, 

179, 

V. 

180, 

V 

181, 

V. 

182, 

V. 

183, 

V, 

184, 

V 

185, 

V . 

186, 

V, 

187, 

V. 

188, 

V 

189, 

V. 

190, 

V. 

191, 

V. 

192, 

V 

193, 

V . 

194, 

V, 

195, 

V. 

196, 

V 

197, 

V. 

198, 

V. 

199, 

V. 

0 

0 

CN 

V 

201, 

V . 

202, 

V. 

203, 

V. 

204, 

V 

205, 

V. 

206, 

V. 

to 

0 

V. 

00 

0 

CN 

V 

209, 

V . 

210, 

V, 

211, 

V. 

212, 

V 

213, 

V. 

214, 

V. 

,215, 

V. 

.216, 

V 

217, 

V . 

218, 

V. 

219, 

V. 

220, 

V 

221, 

V. 

222, 

V. 

,223, 

V. 

.224, 

V 

225, 

V . 

226, 

V. 

227, 

V. 

228, 

V 

229, 

V. 

230, 

V. 

,231, 

V, 

.232, 

V 

233, 

V . 

234, 

V, 

235, 

V. 

CO 

CN 

V 

237, 

V. 

238, 

V. 

,239, 

V. 

.240 ] 


> CanonicalGenerators(R) [3] ; 

[ V.241, V.242, V.243, v.244, v.245, v.246, v.247, v.248 ] 
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Dans i?8) il y a dix orbites nilpotentes distinguees non regnlieres : 


1 . Caracteristique : 


2 2 0 2 2 2 2 

o-o-o-o-o-o-o 

26 

Definition dn 5[ 2 -triplet : 

> e: =x [1] +x [2] +x [3] +x [6] +x [7] +x [8] +x [10] +x [12] ; 

V. 1+v. 2+v. 3+v. 6+v. 7+v. 8+v. 10+v. 12 

> f : = (72)*y[l] + (60)*y[2] + (142)*y[3] + (68)*y[5] + (132)*y[6] 

+ (90)*y[7] + (46)*y[8] + (38)*y[10] + (-38)*y[ll] + (172)*y[12] ; 

(72)*v.121+(68)*v.122+(142)+v.123+(68)*v.125+(132)+v.126 
+(90)*v.127+(46)*v.128+(38)*v.130+(-38)*v.131+(172)+v.132 

> e*f; 

(72)*v.241+(106)*v.242+(142)+v.243+(210)*v.244 
+(172)*v.245+(132)*v.246+(90)*v.247+(46)*v.248 

> h:=e*f;; 

Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 10 over Rationals> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 10 over Rationals>, 
(dimension 7)> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V.1+v.2+v.3+v.6+v.7+v.8+v.10+v.12, v.54+(-1/2)*v.57+(-1/2)*v.58 
+(-l/2)+v.59+(-l/2)*v.60+(-l/2)*v.61+(l/2)*v.62+(-l/2)+v.63, 

V.84+v.85+(-1)*v.86+(-1)*v.87+(2)*v.88, 
v.95+(-l)*v.96+v.97+(-l)*v.98+v.99, 
v.l09+(-l)*v.ll2, V.116, V.120 ] 

> h*Bz [2]; 

(14)*v.54+(-7)*v.57+(-7)*v.58+(-7)*v.59+(-7)*v.60+(-7)*v.61 

+(7)*v.62+(-7)*v.63 

> h*Bz [3]; 

(22)*v.84+(22)*v.85+(-22)+v.86+(-22)*v.87+(44)*v.88 

> h*Bz[4]; 

(26)*v.95+(-26)*v.96+(26)*v.97+(-26)*v.98+(26)*v.99 

> h*Bz [5]; 

(34)*v.l09+(-34)*v.ll2 

> h*Bz [6]; 

(38)*v.ll6 

> h*Bz [7]; 

(46)*v.l20 

Les poids de z sont 2,14,22,26,34,38,46; d’ou rrir = 46. II y a cinq matrices a etndier. 

(a) 771*2 = 14, 777^(2) = 34 

> ((f*Bz[5])*Bz[2]) ; 

(-119)*v.l20 
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(b) rrii^ = 22 , 771 ^( 3 ) = 26 

> ((f*Bz[4])*Bz[3]) ; 

(286)*v.120 

(c) 771*4 = 26, 77 lfc( 4 ) = 22 

> ((f*Bz[3])*Bz[4]) ; 

(286)*v.120 

(d) 771*5 = 34, 77lfc(5) = 14 

> ((f*Bz[2])*Bz[5]) ; 

(-119)*v.l20 

(e) m*g = 38, 777 ^( 5 ) = 10 

> h*Bg[2]; 

(10)*v.38+(20)*v.39+(-10)*v.41+(-30)*v.42+(20)*v.43 
+(40)*v.44+(40) *v. 45+(10)*v.48+(20)*v.49 

> ((f*Bg[2] )*Bz[6]) ; 

(190)*v.120 

Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


2 . Caracteristique : 


2 2 0 2 0 2 2 

o-o-o-o-o-o-o 

26 


Definition du 512-triplet ; 

> e: =x [1] +x [2] +x [3] +x [5] +x [7] +x [8] +x [10] +x [20] ; 

V.1+v.2+v.3+v.5+v.7+v.8+v.10+v.20 

> f : = (61)*y[l] + (22)*y[2] + (118)*y[3] + (34)*y[5] + (74)+y[7] + (38)*y[8] 

+ (66)*y[10] + (-66)*y[ll] + (22)+y[13] + (22)*y[14] + (108)*y[20] ; 

(60)*v.l21+(22)*v.l22+(118)*v.l23+(34)*v.l25+(74)*v.l27+ 

(38)*v.l28+(66)*v.l30+(-66)*v.l31+(22)*v.l33+(22)*v.l34+(108)*v.l40 

> e*f; 

(60)*v.241+(88)*v.242+(118)*v.243+(174)*v.244+(142)+v.245+(108)*v.246 
+(74)+v.247+(38)*v.248 

> h:=e*f;; 

Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 12 over Rationals> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 12 over Rationals>, 
(dimension 6)> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V. 1+v. 2+v. 3+v. 5+v. 7+v. 8+v. 10+v. 20, 

V.64+v.65+(2)*v.67+v.69+v.71+v.73+v.74+v.76, 
v.97+(-l)*v.98+v.99+v.100, 

v.l04+v.l07+(-l)*v.l08+(-l)*v.ll0, v.ll7, v.l20 ] 
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> h*Bz [2]; 

(14)*v.64+(14)*v.65+(28)*v.67+(14)*v.69+(14)*v.71+ 

(14)*v.73+(14)*v.74+(14)*v.76 

> h*Bz [3]; 

(22)*v.97+(-22)*v.98+(22)+v.99+(22)+v.100 

> h*Bz[4]; 

(26)*v.104+(26)*v.107+(-26)*v.108+(-26)*v.110 

> h*Bz [5]; 

(34)*v.ll7 

> h*Bz [ 6 ]; 

(38)*v.l20 

Les poids de z sont 2,14,22,26,34,38; d’ou rur = 38. II y a quatre matrices a etudier. 

(a) 771*2 = 14, mk{ 2 ) = 26 

> ((f*Bz[4])+Bz[2]) ; 

(-182)+v.l20 

(b) rui^ = 22 , 77ifc(3) = 18 

> h*Bg[ 6 ]; 

(18)*v.81+(36)*v.85+(-18)*v.86+(-18)*v.87+(18)*v.88 

> ((f*Bg[ 6 ] )*Bz[3]) ; 

(-198)*v.l20 

(c) 771*4 = 26, 777 fc( 4 ) = 14 

> ((f*Bz[2])+Bz[4]) ; 

(-182)+v.l20 

(d) 771*5 = 34, 77lfc(5) = 6 

> h*Bg[2]; 

(6)*v.23+(9)*v.24+(-3)*v.25+(9)*v.29+(-3)*v.31 
+(-9)*v.32+(3)*v.33+(6)*v.34 
+(-3)*v.35+(-3)*v.36+(-3)*v.40 

> ((f*Bg[2])*Bz[5]) ; 

(51)*v.l20 

Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


3. Caracteristique : 


2 0 2 0 2 2 2 

o-o-o-o-o-o-o 

0 O 


Definition du 512-triplet : 

> e: =x [7] +x [8] +x [9] +x [10] +x [11] +x [12] +x [13] +x [25] ; 

V.7+V.8+V.9+V. 10+v. 11+v. 12+v. 13+V.25 

> f : = (66)*y[7] + (34)*y[8] + (52)*y[9] + (75)*y[10] + (49)*y[ll] + (27)*y[12] 
+ (96)*y[13]+y[25] ; 

(66)*v.l27+(34)*v.l28+(52)*v.l29+(75)*v.l30+(49)*v.l31+(27)*v.l32 

+(96)*v.l33+v.l45 
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> e*f; 

(52)*v.241+(76)*v.242+(102)+v.243+(152)*v.244 
+(124)*v.245+(96)*v.246+(66)*v.247+(34)*v.248 

> h:=e*f;; 

Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 14 over Rationals> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 14 over Rationals>, 
(dimension 6)> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V.7+V.8+V.9+V. 10+v. 11+v. 12+v. 13+V.25, 

V .74+(-2)+v.77+(-1)*v.78+(-1)*v.80 

+(-l)+v.82, v.l04+(-l)*v.l05+(-l)*v.l06, v.ll3+v.ll4, v.ll7, v.l20 ] 

> h*Bz [2]; 

(14)*v.74+(-28)*v.77+(-14)*v.78+(-14)*v.80+(-14)+v.82 

> h*Bz [3]; 

(22)*v.104+(-22)*v.105+(-22)+v.106 

> h*Bz[4]; 

(26)*v.ll3+(26)*v.ll4 

> h*Bz [5]; 

(28)*v.ll7 

> h*Bz [6]; 

(34)*v.l20 

Les poids de z sont 2,14,22,26,28,34; d’oii = 34. II y a quatre matrices a etudier. 

(a) rrii^ = 14, 771 ^( 2 ) = 22 

> ((f*Bz[3])*Bz[2]) ; 

(-154)+v.l20 

(b) rui^ = 22, mfc(3) = 14 

> ((f*Bz[2])*Bz[3]) ; 

(-154)+v.l20 

(c) 771*4 = 26, 77lfc(4) = 10 

> h*Bg[4]; 

(10)*v.54+(-5)*v.56+(-5)*v.58+(-10)*v.59+(5)*v.61+(-15)*v.63 

> h*Bg[5]; 

(10)*v.62+(-10)*v.64+(-10)*v.69 

> ((f*Bg[4])*Bz[4]) ; 

(-65)*v.l20 

(d) 771*5 = 28, 777fc(5) = 8 

> h*Bg[3]; 

(8)*v.36+(8)*v.39+(8)*v.45+(-24)*v.50+(16)*v.55+(-8)*v.57 

> ((f*Bg[3])*Bz[5]) ; 

(24)+v.l20 

Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 
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4. Caracteristique : 


2 0 2 0 2 0 2 

o-o-o-o-o-o-o 

0 O 

Definition du 5[ 2 -triplet ; 

> e: =x [9] +x [10] +x [11] +x [12] +x [13] +x [14] +x [15] +x [25] ; 

V.9+V. 10+v. 11+v. 12+v. 13+v. 14+v. 15+V.25 

> f : = (44)*y[9] + (50)*y[10] + (28)*y[ll] + (36)*y[12] + (54)*y[13] + (26)*y[14] 

+ (28)*y[15] + (14)*y[25] ; 

(44)*v.129+(50)*v.130+(28)*v.131+(36)*v.132+(54)+v.133+(26)*v.134 
+(28)*v.l35+(14)*v.l45 

> e*f; 

(44)*v.241+(64)*v.242+(86)*v.243+(128)*v.244+(104)+v.245+(80)*v.246 
+(54) *v. 247+(28)*v.248 

> h:=e*f;; 

Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 16 over Rationals> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 16 over Rationals>, 
(dimension 5)> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V. 9+v. 10+v .11+v. 12+v. 13+v. 14+v. 15+v. 25, 

V.86+v.87+v.88+(4)*v.93+(-3)*v.95, 

V.111+V.115, V.119, V.120 ] 

> h*Bz [2]; 

(14)*v.86+(14)*v.87+(14)*v.88+(56)*v.93+(-42)*v.95 

> h*Bz [3]; 

(22)*v.lll+(22)*v.ll5 

> h*Bz[4]; 

(26)*v.ll9 

> h*Bz [5]; 

(28)*v.l20 

Les poids de z sont 2,14,22,26,28; d’ou = 28. II y a trois matrices a etudier. 

(a) 771*2 = 14, mfc( 2 ) = 16 

> h*Bg[10] ; 

(16)*v.97+(16)*v.98+(-16)*v.99+(-16)*v.l00 

> ((f*Bg[10])*Bz[2]); 

(-112)+v.l20 

(b) 771*3 = 22, 777fc(3) = 8 

> h*Bg[4]; 

(8)*v.45+(8)*v.47+(-8)*v.57+(-24)*v.58+(24)*v.59+(16)*v.61+(16)*v.62 

> h*Bg[5]; 
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> ((f*Bg[4])*Bz[3]) ; 

(88)*v.l20 

(c) 771*4 = 26, 77lfc(4) = 4 

> h*Bg[2]; 

(4)*v.16+(4)*v.20+(4) *v .22+(-12)*v.30 
+(8)*v.32+(4)*v.33+(-12)*v.34+(20)*v.35 

> ((f*Bg[2])*Bz[4]) ; 

(26)*v.l20 

Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


5. Caracteristique : 


2 0 2 0 0 2 2 

o-o-o-o-o-o-o 

0 O 

Definition du 512-triplet : 

> e: =x [8] +x [9] +x [10] +x [14] +x [18] +x [19] +x [20] +x [33] ; 

V.8+v.9+v.10+v.14+v.18+v.19+v.20+v.33 

> f: = (8)*y[8] + (40)*y[9] + (22)+y[10] + (-22)*y[11] + (50)*y[14] + (35)*y[18] 
+ (37)+y[19] + (21)*y[20] + (35)*y[21]+y[33] ; 

(26)*v.l28+(40)*v.l29+(22)*v.l30+(-22)*v.l31+(50)*v.l34+(37)*v.l38 
+(37)+v.139+(21)*v.140+(35)*v.141+v.153 

> e*f; 

(40)*v.241+(58)*v.242+(78)*v.243+(116)*v.244+(94)*v.245+(72)*v.246 
+(50)*v.247+(26)*v.248 

> h:=e*f;; 

Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 18 over Rationals> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 18 over Rationals>, 
(dimension 4)> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V. 8+v. 9+v. 10+v. 14+v. 18+v. 19+v. 20+v. 33, 

V.94+V.95+V.96+V.97, v.ll6, v.l20 ] 

> h*Bz [2]; 

(14)*v.94+(14)*v.95+(14)*v.96+(14)*v.97 

> h*Bz [3]; 

(22)*v.ll6 

> h*Bz[4]; 

(26)*v.l20 

Les poids de z sont 2,14,22,26; d’ofi nir = 26. II y a deux matrices a etudier. 

(a) 777*2 = 14, 777fc(2) = 14 

> ((f*Bz[2])+Bz[2]) ; 

(-98)*v.l20 
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(b) rrii^ = 22 , 771 ^( 3 ) = 6 

> h*Bg[4]; 

(6)*v.42+(-12)*v.43+(12)*v.44+(-12)*v.45 

+(6)*v.46+(-12)*v.49+(6)*v.52 

+(-6)*v.55 

> h*Bg[5]; 

(6)*v.50+(-6)*v.51+(-6)*v.57+(-6)*v.61 

> ((f*Bg[4])*Bz[3]) ; 

(-66)*v.l20 

Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


6 . Caracteristique : 


2 0 2 0 0 2 0 

o-o-o-o-o-o-o 

0 O 

Definition du 512-triplet : 

> e: =x [9] +x [10] +x [14] +x [15] +x [18] +x [19] +x [20] +x [33] ; 

V.9+v.10+v.14+v.15+v.18+v.19+v.20+v.33 

> f : = (36) *y [9] + (20) *y [10] + (-20) *y [11] + (22) *y [14] + (22) *y [15] + (20) *y [18] 
+ (22)*y[19] + (30)*y[20] + (20)*y[21] + (12)*y [33]; 

(36)*v.l29+(20)*v.l30+(-20)*v.l31+(22)*v.l34+(22)*v.l35+(20)*v.l38 
+(22)*v.139+(30)*v.140+(20)*v.141+(12)*v.153 

> e*f; 

(36)*v.241+(52)*v.242+(70)*v.243+(104)*v.244+(84)*v.245+(64)*v.246 
+(44)+v.247+(22)*v.248 

> h:=e*f;; 

Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 20 over Rationals> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 20 over Rationals>, 
(dimension 4)> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V.9+v.10+v.14+v.15+v.18+v.19+v.20+v.33, 

V.97+(-1)*v.99+(3)*v.105+(4)*v.108, 

V.119, V.120 ] 

> h*Bz [2]; 

(14)*v.97+(-14)*v.99+(42)+v.105+(56)*v.108 

> h*Bz [3]; 

(22)*v.ll9 

> h*Bz[4]; 

(22)*v.l20 

Les poids de z sont 2,14,22,22; d’ou = 22. II y a deux matrices a etudier. 

(a) rrii^ = 14, 777 ^( 2 ) = 10 
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> h*Bg[7] ; 

(10)*v.70+(10)*v.80+(10)*v.81+(10)*v.83 

> h*Bg[8]; 

(10)*v.75+(10)*v.76+(10)*v.77+(10)*v.86 

> h*Bg [9]; 

(10)*v.81+(20)*v.83+(10)*v.84+(-10)*v.85+(10)*v.87 

> h*Bg[10] ; 

(10)*v.76+(10)*v.77+(-10)*v.79+(10)*v.82+(10)*v.86+(-10)*v.90 

> ((f*Bg[7])*Bz[2]) ; 

0*v. 1 

> ((f*Bg[8])*Bz[2]) ; 

0*v. 1 

> ((f*Bg[9])*Bz[2]) ; 

(-70)*v.ll9 

> ((f*Bg[10])*Bz[2]); 

(70)*v.l20 

La matrice correspondante est 


0 0 -70 0 
0 0 0 70 ■ 

C’est clairement une matrice de rang 2. 

(b) 771*3 = 22, 77lfc(3) = 2 

> h*Bg[3]; 

(2)*v.9+(2)*v.10+(2)*v.14+(2)*v.15 
+(2)*v.l8+(2)*v.19+(2)*v.20+(2)*v.33 

> ((f*Bg[l])*Bz[3]) ; ((f*Bg[2] )*Bz[3]); ((f*Bg[3] )*Bz [3]); 
(-2)*v.ll9 

(14)*v.l20 

(-22)*v.ll9 

> ((f*Bg[l])*Bz[4]) ; ((f*Bg[2])*Bz[4]); ( (f *Bg [3]) *Bz [4] ) ; 
0*v. 1 

(22)*v.ll9 

(-22)*v.l20 

La matrice a etudier est 

■ -2a 22(3 -22a ' 

0 14a -22(3 

Cette matrice est de rang 2 pour tout couple (a,/5) non nul. 
Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


7. Caracteristique : 


0 0 2 0 0 2 2 

o-o-o-o-o-o-o 

0 O 
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Definition du 5[ 2 -triplet : 

> e: =x [8] +x [14] +x [16] +x [17] +x [18] +x [19] +x [20] +x [38] ; 

V. 8+v. 14+v. 16+v. 17+v. 18+v. 19+v. 20+v. 38 

> f : = (22) *y [8] + (42) *y [14] + (16) *y [16] + (2) *y [17] + (30) *y [18] + (30) *y [19] 
+ (2)*y[20] + (16)*y[38] ; 

(22)*v.128+(42)*v.134+(16)*v.136+(2)*v.137+(30)*v.138+(30)*v.139 
+(2)*v.l40+(16)*v.l58 

> e*f; 

(32)*v.241+(48)*v.242+(64)*v.243+(96)*v.244+(78)*v.245+(60)*v.246 
+(42)+v.247+(22)*v.248 

> h:=e*f;; 

Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 22 over Rationals> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 22 over Rationals>, 
(dimension 5)> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V. 8+v. 14+v. 16+v. 17+v. 18+v. 19+v. 20+v. 38, 
v.99+(-l)*v.l07+(-l)*v.l08, V.116, 

V.118, V.120 ] 

> h*Bz [2]; 

(14)*v.99+(-14)*v.l07+(-14)+v.l08 

> h*Bz [3]; 

(18)*v.ll6 

> h*Bz[4]; 

(18)*v.ll8 

> h*Bz [5]; 

(22)*v.l20 

Les poids de z sont 2,14,18,18,22; d’ou = 22. II y a deux matrices a etudier. 

(a) 771*2 = 14, 777 fc( 2 ) = 10 

> h*Bg[ll] ; 

(10)*v.83+(10)*v.89 

> h*Bg[12] ; 

(10)*v.86+(-10)*v.93 

> h*Bg[13] ; 

(10)*v.74+(-10)*v.77+(-10)*v.90+(20)*v.97 

> ((f*Bg[13])*Bz[2]); 

(-70)*v.l20 

(b) 771*3 = 18) ^k{3) = 6 

> h*Bg[6]; 

(6)*v.47+(-12)*v.50+(-6)*v.58+(6)*v.59+(12)*v.61+(18)*v.63 

> h*Bg[7] ; 

(6)*v.36+(-6)*v.49+(- 3 )*v.54+(3)*v.64+(-3)*v.66+(-9)*v. 69 

> ((f*Bg[6] )*Bz[3]) ; ((f*Bg[7] )*Bz[3]); 
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(-12)*v.l20 
0 *v. 1 

> ((f*Bg[6])*Bz[4]) ; ( (f *Bg [7] ) *Bz [4] ) ; 

0 *v. 1 
(6)*v.l20 

La matrice a etudier est [ —12a 6/3 ] ; elle est de rang 1 si le couple (a,/3) est 
non nul. 

Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


8 . Caracteristique : 


0 0 2 0 0 2 0 

o-o-o-o-o-o-o 

0 O 


Definition du 512-triplet : 

> e: =x [14] +x [15] +x [16] +x [17] +x [18] +x [19] +x [20] +x [38] ; 

V. 14+v. 15+v. 16+v. 17+v. 18+v. 19+v. 20+v. 38 

> f : = (18)*y[14] + (18)*y[15] + (8)*y[16] + (8)*y[17] + (14)*y[18] + (20)*y[19] 

+ (14)*y[20] + (20)*y[38] ; 

(18)*v.l34+(18)*v.l35+(8)*v.l36+(8)*v.137 

+(14)*v.138+(20)*v.139+(14)*v.140+(20)*v.158 

> e*f; 

(28)*v.241+(42)*v.242+(56)*v.243+(84)*v.244 
+(68)*v.245+(52)*v.246+(36)*v.247+(18)*v.248 

> h:=e*f;; 

Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 24 over Rationals> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 24 over Rationals>, 
(dimension 4)> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V. 14+v.15+v.16+v.17+v.18+v.19+v.20+v.38, v.lll+v.ll2, v.ll9, v.l20 ] 

> h*Bz [2]; 

(14)*v.lll+(14)*v.ll2 

> h*Bz [3]; 

(18)*v.ll9 

> h*Bz [4]; 

(18)*v.l20 

Les poids de z sont 2,14,18,18; d’ou rrir = 18. II y a deux matrices a etudier. 

(a) 771*2 = 14, mk( 2 ) = 6 

> h*Bg[5]; 

(6)*v.58+(-6)*v.59+(6)*v.60+(-6)*v.63 

> h*Bg[6]; 

(6)*v.49+(6)*v.64+(6)*v.65+(-6)*v.66+(-6)*v.67+(6)*v.68 

> h*Bg[7] ; 
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(6)*v.64+(12)*v.65+(-6)*v.66+(-6)*v.67+(12)*v.68+(-6)*v.69 

> h*Bg[8]; 

(6)*v.53+(-6)*v.55+(-6)*v.56+(-6)*v.71+(-6)*v.72+(6)*v.73 

> h*Bg[9]; 

(6) *v.60+(-3)*v.61+(-3)*v.62+(-3)*v.63+(-3)*v.78 

> ((f*Bg[5])*Bz[2]) ; 

(14)+v.ll9 

> ((f*Bg[6] )*Bz[2]) ; 

0 *v. 1 

> ((f*Bg[7])*Bz[2]) ; 

(14)+v.l20 

> ((f*Bg[8])*Bz[2]) ; 

0 *v. 1 

> ((f*Bg[9])*Bz[2]) ; 

(7) *v.ll9 

matrice a etudier est 

14 0 0 0 7 
0 0 14 0 

C’est clairement une matrice de rang 2. 

(b) 771*3 = 18) ^H3) = 2 

> h*Bg[2]; 

(2)*v.7+(-10)*v.10+(8)*v.ll+(2)+v.l2 
+(-4)*v.29+(2)*v.30+(-4)*v.31+(-4)*v.33 

> h*Bg[3]; 

(2)*v.l4+(2)*v.l5+(2)*v.16+(2)*v.17 
+(2)*v.l8+(2)*v.19+(2)*v.20+(2)+v.38 

> ((f*Bg[l] )*Bz[3]) ; ((f*Bg[2] )*Bz[3]); ((f*Bg[3] )*bz [3]); 
(-18/5)*v.120 

0 *v. 1 

(-18)*v.ll9 

> ((f*Bg[l])*Bz[4]) ;((f*Bg[2])*Bz[4]); ( (f *Bg [3]) *Bz [4] ) ; 
0 *v. 1 

(18)*v.ll9 

(-18)*v.l20 

La matrice a etudier est 

0 18/3 -18a ■ 

-18/5a 0 -18/3 

C’est une matrice de rang 2 pour tout couple (a,/5) non nul. 
Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


9. Caracteristique : 


0 0 2 0 0 0 2 

o-o-o-o-o-o-o 

0 O 
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Definition du sl 2 -triplet : 

> e: =x [15] +x [16] +x [17] +x [18] +x [19] +x [20] +x [38] +x [46] ; 

V . 15+v. 16+v. 17+v. 18+v. 19+v. 20+v. 38+v. 46 

> f : = (8)*y[8] + (16)*y[15] + (2)*y[16] + (12)*y[17] + (2)*y[18] + (12)*y[19] 

+(22)*y[20]+(-14)*y[28]+(8)*y[38]+(14)*y[46]; 

(8)*v.128+(16)*v.135+(2)*v.136+(12)*v.137+(2)*v.138+(12)*v.139 
+(22)*v.140+(-14)*v.148+(8)*v.158+(14)*v.166 

> e*f; 

(24)*v.241+(36)*v.242+(48)*v.243+(72)*v.244+(58)+v.245+(44)+v.246 

+(30)*v.247+(16)*v.248 

>h:=e*f;; 

II faut precise! pour cette orbite qu’avec les conventions de P, Telement X 47 
correspond a Telement x[46]=v.46 du logiciel, c’est pourquoi la definition du 3 ( 2 - 
triplet est bien en accord avec p. 

Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 28 over Rationals> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 28 over Rationals>, 
(dimension 3)> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V. 15+v.16+v.17+v.18+v.19+v.20+v.38+v.46, v.ll9, v.l20 ] 

> h*Bz [2]; 

(14)*v.ll9 

> h*Bz [3]; 

(16)*v.l20 

Les poids de z sont 2,14,16; d’ou = 16. II n’y a qu’une matrice a etudier. 

(a) rrii^ = 14, mk{ 2 ) = 4 

> h*Bg[3]; 

(4)*v.37 

> h*Bg[6]; 

(4)*v.42+(-8)*v.44+(4)*v.45+(4)*v.48+(-4)*v.53+(4)*v.55 

> h*Bg[7] ; 

(4)*v.32+(2)*v.47+(2)*v.51+(2)*v.52+(4)*v.59 

> h*Bg[8]; 

(4)*v.36+(-4)*v.40+(-8)*v.49+(-4)*v.54+(4)*v.57+(-4)*v.64+(4)*v.66 

> ((f*Bg[8])*Bz[2]) ; 

(-28)*v.l20 

Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


10. Caracteristique : 


0 0 0 2 0 0 0 

o-o-cp-o-o-o-o 

oA 
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Definition du sl 2 -triplet : 

> e: =x [12] +x [21] +x [30] +x [31] +x [33] +x [42] +x [43] +x [53] ; 

V .12+v.21+v.30+v.31+v.33+v.42+v.43+v.53 

> f : = (5)*y[12]+y[21] + (5)*y[30] + (2)*y[31] + (8)*y[33] + (2)*y[42] + (8)*y[43] 

+ (9)*y[53] ; 

(5)*v.l32+v.l41+(5)*v.l50+(2)*v.l51+(8)*v.l53+(2)*v.l62+(8)*v.l63+(9)*v.l73 

> e*f; 

(16)*v.241+(24)*v.242+(32)*v.243+(48)*v.244+(40)+v.245+(30)*v.246 
+(20)*v.247+(10)*v.248 

> h:=e*f;; 

Id encore, il faut preciser que I’element X 32 correspond a I’denient x[31]=v.31 du 
logiciel et la definition du sl 2 -triplet est bien en accord avec [T]. 

Calcul de g, Bg, z et Bz : 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 40 over Rationals> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 40 over Rationals>, 

(dimension 5)> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z));; 

Les poids de z sont 2,10,10,10,10; d’ou nir = 10. II n’y a qu’une matrice a dudier. 

(a) rrii^ = 10 , 171 ^( 2 ) = 2 

> ((f*Bg[l] )*Bz[2]) ; ((f*Bg[2] )*Bz[2] ) ; ( (f *Bg [3]) *Bz [2] ) ; 
((f*Bg[4])*Bz[2]) ; ( (f *Bg [5] ) *Bz [2] ) ; ( (f *Bg [6]) *Bz [2] ) ; 

((f*Bg[7])*Bz [2]) ; ((f*Bg[8])*Bz [2]); 

( (f*Bg [9]) *Bz [2]) ; ( (f*Bg [10]) *Bz [2]) ; 

0 *v. 1 
0 *v. 1 
0 *v. 1 

(-5)*v.l20 
(-10)*v.ll7 
0 *v. 1 
0 *v. 1 
(-5)*v.ll8 
0 *v. 1 

(-10/3)*v.ll9 

> ((f*Bg[l] )*Bz[3]) ; ((f*Bg[2] )*Bz[3]); ((f *Bg [3]) *Bz [3]); 
((f*Bg[4])+Bz[3]) ; ((f*Bg[5] )*Bz[3]); ((f *Bg [6]) *Bz [3]) ; 

((f*Bg[7] )+Bz [3]) ; ((f*Bg[8] )*Bz[3]); 

( (f*Bg [9]) *Bz [3] ); ( (f*Bg [10]) *Bz[3] ); 

0 *v. 1 

(-2)+v.ll8 

(-2)+v.l20 

(-2)+v.ll7 

(-8)*v.ll8 

0 *v. 1 

0 *v. 1 

V.120 

(4/3)*v.119 
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0*v. 1 

> ((f*Bg[l])*Bz[4]) ; ((f*Bg[2])*Bz[4]); ( (f *Bg [3]) *Bz [4] ) ; 
((f*Bg[4])*Bz[4]) ; ( (f *Bg [5] ) *Bz [4] ) ; ( (f *Bg [6]) *Bz [4] ) ; 

((f*Bg[7])*Bz [4]) ; ((f*Bg[8])*Bz [4]) ; 

((f*Bg[9])*Bz [4]); ((f*Bg[10])*Bz[4]); 

(-l)*v.ll9 
0*v. 1 
0*v. 1 
0*v. 1 
(-9)*v.ll9 
0*v. 1 
(-2)*v.ll8 
0*v. 1 
(-2)*v.l20 
(2)*v.ll7 

> ((f*Bg[l] )*Bz[5]) ; ((f*Bg[2] )*Bz[5]); ((f *Bg [3]) *Bz [5); 
((f*Bg[4])*Bz[5]) ; ( (f *Bg [5] ) *Bz [5] ) ; ( (f *Bg [6]) *Bz [5] ) ; 

((f*Bg[7])*Bz [5]) ; ((f*Bg[8])*Bz [5]); 

((f*Bg[9])*Bz [5]); ((f*Bg[10])*Bz [5]) ; 

0*v. 1 
(-2)*v.l20 
0*v. 1 
V.118 
(-8)*v.l20 
(-2)*v.ll8 
(4/3)*v.119 
(-2)*v.ll7 
0*v. 1 


0*v. 1 


La matrice a etudier est de taille 4 x 10 : 

■ 0 0 0 -2/3 -10a 0 0 -25 0 27 

0 -2/3 0 5 -8/3 -25 -27 -5a 0 0 

-7 0 0 0 -97 0 4/35 0 4/3/3 -10/3a 

0 -25 -2/3 -5a -85 0 0 /3 -27 0 


line etude elementaire permet de voir que cette matrice est de rang 4, pour tout 
4-uplet (a, /3, 7 , 5) non nul. 

Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


Conclusion pour Eg : Toutes les orbites nilpotentes distinguees non regulieres de Eg 
verifient la propriete (P). 

2.4 Calculs pour P 4 

Definition de L ; 

> L:=SimpleLieAlgebra("F",4,Rationals); 

<Lie algebra of dimension 52 over Rationals> 

> R:=RootSystem(L); 

<root system of rank 4> 
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> P:=PositiveRoots(R) ; ; 

> X:=PositiveRootVectors(R); 

[ v.l, V.2, V.3, V.4, V.5, V.6, 

V.7, V.8, V.9, v.lO, v.ll, V.12, 

V.13, V.14, V.15, V.16, V.17, v.l8, 

V.19, V.20, V.21, V.22, v.23, v.24 ] 

> y:=NegativeRootVectors(R); 

[ V.25, V.26, V.27, v.28, v.29, v.30, 

V.31, V.32, V.33, V.34, v.35, v.36, 

V.37, V.38, V.39, v.40, v.41, v.42, 

V.43, V.44, V.45, v.46, v.47, v.48 ] 

> CanonicalGenerators(R) [3]; 

[ V.49, V.50, V.51, V.52 ] 

Dans F 4 , il y a trois orbites nilpotentes distinguees non regulieres. Pour F 4 , les conventions 
du logiciel GAP4 sont tres differentes de cedes adoptees dans P ; dans P, le diagramme 
de Dynkin est : 


0.1 O 2 0^3 O 4 . 

o - o o -o 

II semble que dans GAP4 le diagramme de Dynkin soit plutot le suivant : 


Oi 0^3 O 4 . O 2 

o - o o -o 

Par consequent, il est difficile d’utiliser directement les donnees de P dans GAP4. 
On utilise les correspondances suivantes : x[l]=X 4 , x[2]=Xi, x[3]=X3, x[4]=Xi, 
x[5]=X7, x[6]=X5, x[6]=X5, x[7]=X6, x[8]=Xio, x[9]=X8, x[10]=X9, x[18]=Xi8. 
Gependant, meme avec ces relations, les sl 2 -triplets de P ne conviennent pas. On utilise la 
commande FindS12 qui permet de chercher une sous-algebre s isomorphe a SI 2 et contenant 
e. On s’assure auparavant que I’element e est bien nilpotent a I’aide de la commande 
IsNilpotentElement et on verifie aussi que le s[ 2 -triplet obtenu correspond bien a la 
caracteristique voulue. 


1 . Garacteristique : 


2 2 0 2 

o- o o -o 

Definition du s[ 2 -triplet : 

> e : =x [2] +x [4] +x [5] +x [7] ; 

V.2+v.4+v.5+v.7 

> IsNilpotentElement(L,e); 
true 

> s:=FindS12(L,a); 

<Lie algebra of dimension 3 over Rationals> 

> Bs:=BasisVectors(Basis(s)); 

[ V.2+v.4+v.5+v.7, v.49+(7/5)*v.50+(9/5)*v.51+(13/5)*v.52, 

V.25+(7/5)+v.26+v.28+v.29+(4/5)*v.31+(-4/5)*v.34 ] 

L’element central de cette base est egal an dixieme de I’element neutre correspondant 
a la caracteristique; par suite en prenant pour f dix fois le troisieme element de cette 
base, on obtient un s[ 2 -triplet pour cette caracteristique. 
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> h: = (14)*H[2] + (26)*H[4] + (18)*H[3] + (10)*H[l] ; 

(10)*v.49+(14)*v.50+(18)*v.51+(26)*v.52 

> f : = (10)*y[l] + (14)*y[2] + (10)*y[4] + (10)*y[5] + (8)*y[7] + (-8)*y[10] ; 
(10)*v.25+(14)*v.26+(10)*v.28+(10)*v.29+(8)*v.31+(-8)*v.34 

> e*f; 

(10)*v.49+(14)*v.50+(18)*v.51+(26)*v.52 
Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 6 over Rationals> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 6 over Rationals>, 
(dimension 3 )> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V.2+V.4+V.5+V.7, v.20+v.21+(2)*v.22, v.24 ] 

> h*Bz [2]; 

(10)*v.20+(10)*v.21+(20)*v.22 

> h*Bz [3]; 

(14)*v.2 

Les poids de z sont 2,10,14 ; d’ou nir = 14. II n’y a qu’une matrice a etudier. 

(a) rrii^ = 10 , mk{ 2 ) = 6 

> h*Bg[3]; 

(6)*v.ll+(6)*v.l4+(-12)*v.l5+(6)*v.l6 

> ((f*Bg[3])*Bz[2]) ; 

(30)*v.24 

Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


2 . Caracteristique : 


0 2 0 2 

o- o o -o 

Definition du s[ 2 -triplet : 

> e: =x [1] +x [6] +x [5] +x [10] ; 

V.1+V.5+V.6+V.10 

> IsNilpotentElement(L,e); 
true 

> s:=FindS12(L,e); 

<Lie algebra of dimension 3 over Rationals> 

> Bs:=BasisVectors(Basis(s)); 

[ V.1+V.5+V.6+V.10, v.49+(5/4)*v.50+(7/4)*v.51+(5/2)*v.52, 

V .25+v.29+(5/2)*v.30+v.31+v.33+(5/2)*v.34 ] 

L’element central de cette base est egal an huitieme de I’element neutre de la 
carateristique. Id Bs [1] *Bs [3] =2*Bs [2] ; on prend alors pour f quatre fois le 
troisieme element de cette base. 

> h: = (10)*H[2] + (20)*H[4] + (14)*H[3] + (8)*H[l] ; 
(8)*v.49+(10)*v.50+(14)*v.51+(20)*v.52 
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> f : = (4)*y[l] + (4)*y[5] + (10)*y[6] + (4)*y[7] + (4)*y[9] + (10)*y[10] ; 

(4)*v.25+(4)*v.29+(10)*v.30+(4)*v.31+(4)*v.33+(10)*v.34 

> e*f; 

(8)*v.49+(10)*v.50+(14)*v.51+(20)*v.52 
Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 8 over Rationals> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 8 over Rationals>, 
(dimension 3)> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V.1+V.5+V.6+V.10, V.23, v.24 ] 

> h*Bz [2]; 

(10)*v.23 

> h*Bz [3]; 

(10)*v.24 

Les poids de z sont 2,10,10 ; d’ou nir = 10. II n’y a qu’une matrice a etudier. 

(a) 771*2 = 10) ^k{ 2 ) = 2 

> h*Bg[2]; 

(2)*v.4+(2)*v.5+(2)*v.6+(-2)*v.7+(2)*v.10 

> h*Bg[3]; 

(2)*v.5+(2)*v.9+(-2)*v.l3 

> h*Bg[4]; 

(4)*v.8+(4)*v.ll+(-4)*v.12+(-4)*v.14+(-4)*v.16 

> ((f*Bg[l])*Bz[2]) ; ((f*Bg[2])*Bz[2]); ( (f *Bg [3]) *Bz [2] ) ; 

(-8)*v.23 

(-2)+v.23 

(-2)*v.24 

> ((f*Bg[l])*Bz[3]) ; ((f*Bg[2] )*Bz[3]); ((f *Bg [3]) *Bz [3]); 

(-2)+v.23 

(2)*v.23+(-10)*v.24 

(-8)*v.24 

La matrice a etudier est 

■ -8a - 2f3 -2a + 2(3 0 

0 -10/3 -2a-8(3 

line breve etude de cette matrice montre qu’elle est de rang 2 pour tout couple 
(a, P) non nul. 

Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


3. Caracteristique : 


0 2 0 0 

o- o o -o 


Definition du s[ 2 -triplet : 


31 



> e: =x [9] +x [10] +x [8] +x [18] ; 

V.8+V.9+V.10+v.18 

> f:=2*y[9]+2*y[10]+2*y[8]+2*y [18]; 

(2)*v.32+(2)*v.33+(2)*v.34+(2)*v.42 

> e*f; 

(4)*v.49+(6)*v.50+(8)*v.51+(12)*v.52 

> h:=e*f;; 

Pour cette orbite, les donnees de P conviennent, pour des raisons qui m’echappent. 
Calcul de g, Bg, z et Bz ; 

> g:=LieCentralizer(L,Subspace(L,[e])); 

<Lie algebra of dimension 12 over Rationals> 

> Bg:=BasisVectors(Basis(g));; 

> z:=LieCentre(g); 

<two-sided ideal in <Lie algebra of dimension 12 over Rationals>, 
(dimension 3 )> 

> Bz:=BasisVectors(Basis(z)); 

[ V.8+V.9+V.10+v.18, V.23, v.24 ] 

> h*Bz [2]; 

(6)*v.23 

> h*Bz [3]; 

(6)*v.24 

Les poids de z sont 2,6,6; d’ou mr = 6. II n’y a qu’une matrice a etudier. 

(a) ruij = 16, mfc( 2 ) = 2 

> h*Bg[l]; h*Bg[2] ; h*Bg[3]; h*Bg[4] ; h*Bg[5]; 

(2)*v.8+(2)*v.9 

(2)*v.4+(-l)*v.11+v.12 
(2)*v.l2+(-2)*v.l3 
(2)*v.6+(-l)*v.7+v.14 
(2)*v.l4+(-2)*v.l5 

> h*Bg[7] ; 

(2)*v.l0+(2)*v.l8 

> ((f*Bg[l])*Bz[2]) ; ((f*Bg[2])*Bz[2]); ( (f *Bg [3]) *Bz [2] ) ; 
((f*Bg[4])*Bz[2]) ; ( (f *Bg [5] ) *Bz [2] ) ; ( (f *Bg [7]) *Bz [2] ) 

(-4)*v.23 

(-2)*v.24 
(-2)*v.24 
0 *v. 1 
0 *v. 1 
(-2)*v.23 

> ((f*Bg[l] )*Bz[3]) ; ((f*Bg[2] )*Bz[3]); ((f *Bg [3]) *Bz [3]); 

((f*Bg[4] )*Bz[3]) ; ((f*Bg[5] )*Bz[3]); ((f *Bg [7]) *Bz [3]) 

(-4)*v.24 

0 *v. 1 
0 *v. 1 
(-2)*v.23 
(-2)*v.23 
(-2)*v.24 
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La matrice a etudier est 


-4a 0 0 -2/3 -2(3 -2a 

-4(3 -2a -2a 0 0 -2(3 

C’est une matrice de rang 2 pour tout couple {a, (3) non nul. 
Conclusion : Cette orbite verifie la propriete (P). 


Conclusion pour P 4 : Toutes les orbites nilpotentes distinguees non regulieres de P 4 

verifient la propriete (P). 
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